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Introduction
Soit X une varie´te´ compacte ka¨hle´rienne dont le reveˆtement universel X˜ est isomor-
phe au produit
∏
i∈I Ui de varie´te´s complexes lisses et sur lequel le groupe π1(X) agit
diagonalement. La de´composition TX˜ = ⊕i∈Ip
∗
iTUi induit alors une de´composition de TX
en somme directe de sous-fibre´s inte´grables. Ce travail contribue a` l’e´tude de l’assertion
re´ciproque et comple`te les re´sultats de´ja` obtenus par Beauville ([B1]) :
The´ore`me 1.−Soient X une varie´te´ projective lisse de dimension n ≥ 1 dont le fibre´ tan-
gent est totalement de´compose´ et TX = M1 ⊕ · · · ⊕Mn ladite de´composition. On suppose
que les fibre´s ⊕i∈IMi sont inte´grables, pour tout ensemble d’indices I ⊂ {1, . . . , n}. Le
reveˆtement universel X˜ de X est alors produit de surfaces de Riemann et la de´composition
de TX est induite par la de´composition canonique de TX˜ .
Rappelons qu’une varie´te´ projective lisse est dite minimale si KX est nume´riquement
effectif.
The´ore`me 2.−Soit X une varie´te´ projective lisse minimale de dimension n ≥ 1 dont
le fibre´ tangent est totalement de´compose´. Le reveˆtement universel X˜ de X est alors pro-
duit de surfaces de Riemann et la de´composition de TX est induite par la de´composition
canonique de TX˜ .
Nous de´montrons ces re´sultats en exhibant une fibration lisse de X munie d’une con-
nexion inte´grable compatible a` la de´composition de TX .
Remerciements.−Je tiens a` exprimer toute ma gratitude a` Arnaud Beauville pour
m’avoir soumis ce proble`me et pour l’aide qu’il m’a apporte´e.
De´monsration des The´ore`mes
Lemme 1 ([B1] lemme 3.1).−Soient X une varie´te´ lisse et E un facteur direct de TX .
La classe d’Atiyah at(E) ∈ H1(X,Ω1X ⊗ End(E)) provient de H
1(X,E∗ ⊗ End(E)). En
particulier, tout e´le´ment de Hr(X,ΩrX) donne´ par un polynoˆme en les classes de Chern
1
de E est nul, pour r strictement plus grand que le rang de E.
Corollaire 1.−Soient X une varie´te´ projective lisse de dimension n ≥ 1, E un facteur
direct de TX de rang 1 et C ⊂ X une courbe rationnelle irre´ductible. Alors deg(E|C) = 0
ou deg(E|C) ≥ 2.
De´monstration.−Soit P1
v
−→ C la normalisation de C. Supposons deg(E|C) ≤ 1 ; le
groupe de cohomologie H1(P1, E∗|P1) est donc nul. Conside´rons le diagramme commutatif
:
H1(X,E∗) −−−→ H1(X,Ω1X)y
y
H1(P1, E∗|P1) −−−→ H
1(P1,Ω1
P1
)
L’e´le´ment c1(E) ∈ H
1(X,Ω1X) provient de H
1(X,E∗) (lemme 1) ; son image c1(E|P1) =
deg(E|C) dans H
1(P1,Ω1
P1
) est donc nulle, ce qui prouve le corollaire.
Corollaire 2.−Soient X une varie´te´ projective lisse de dimension n ≥ 1 dont le fibre´
tangent est totalement de´compose´ et P1
v
−→ X un morphisme non constant. Alors X
n’est pas minimale.
De´monstration.−Ecrivons v∗TX = OP1(a1) ⊕ · · · ⊕ OP1(an) avec a1 ≥ · · · ≥ an ≥ 0
(corollaire 1). L’application tangente TP1
dv
−→ v∗TX e´tant ge´ne´riquement injective, on a
a1 ≥ 2. On en de´duit deg(v
∗KX) ≤ −2 et X n’est donc pas minimale.
Soit X une varie´te´ projective lisse complexe. Le produit d’intersection entre 1-cycles
et diviseurs met en dualite´ les deux espaces vectoriels re´els N1(X) = ({1-cycles}/ ≡)⊗R
et N1(X) = ({diviseurs}/ ≡)⊗R , ou` ≡ de´signe l’e´quivalence nume´rique. Soit NE(X) ⊂
N1(X) le coˆne engendre´ par les classes des 1-cycles effectifs. Une raie extre´male est une
demi-droite R dans NE(X), adhe´rence de NE(X) dans N1(X), ve´rifiant KX .R
∗ < 0 et
telle que pour tout Z1, Z2 ∈ NE(X), si Z1 + Z2 ∈ R alors Z1, Z2 ∈ R ([M2]). Une courbe
rationnelle extre´male est une courbe rationnelle irre´ductible C0 telle que R
+[C0] soit une
raie extre´male et telle que −KX .C0 ≤ dimX+1. Si X est une varie´te´ projective lisse non
minimale alors X contient une courbe rationnelle extre´male ([M2] thm. 1.5). La longueur
de la raie extre´male R est ([W]) :
ℓ(R) = inf{−KX .C|C e´tant une courbe rationnelle et C ∈ R}.
L’e´tude des courbes rationnelles extre´males sur les varie´te´s dont le fibre´ tangent est
totalement de´compose´ fait l’objet du :
Lemme 2.−Soit X une varie´te´ projective lisse non minimale de dimension n ≥ 1 dont le
fibre´ tangent est totalement de´compose´. Il existe alors un reveˆtement e´tale fini Z −→ X
tel que Z soit un fibre´ en droites projectives pour la topologie e´tale.
De´monstration.− Soit R = R+[C0] une raie extre´male engendre´e par une courbe ra-
tionnelle C0 telle que ℓ(R) = −KX .C0. Notons P
1 v0−→ C0 la normalisation de C0.
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Les hypothe`ses faˆıtes entraˆınent la lissite´ du sche´ma Hom(P1, X) (corollaire 1). Soit
V ⊂ Hom(P1, X) la composante connexe (de dimension ℓ(R) + n) contenant le point
v0. Le groupe G = PGL2(C) agit de manie`re naturelle sur V par la formule g.v = vg
−1.
Soient Chow(X) la varie´te´ projective parame´trant les 1-cycles effectifs et V
α
−→ Chow(X)
le morphisme naturel G-e´quivariant qui a` P1
v
−→ X associe le 1-cycle v(P1) (v est bira-
tionnel au dessus de v(P1)). Enfin, soit Y la normalisation de α(V ) dans le corps k(V )G.
Alors Y est le quotient ge´ome´trique de V par G et l’action deG sur V est libre ([M1] lemme
9 et [W] Appendice A4) ; Y est une varie´te´ projective et lisse de dimension n+ ℓ(R)− 3.
Soit P1 × V
F
−→ X × Y le morphisme naturel et soit Z = Spec((F∗OP1×V )
G). Alors Z
est le quotient ge´ome´trique de P1 × V par G, l’action de G e´tant donne´e par la formule
g.(z, v) = (g(z), vg−1) ; Z est une varie´te´ projective et lisse de dimension n + ℓ(R) − 2
et Z −→ Y est un fibre´ en droites projectives pour la topologie e´tale ([M1] p. 603). Le
morphisme universel G-e´quivariant P1× V −→ X (l’action de G sur X e´tant triviale) est
lisse ([K] II 3.5.4) et induit un morphisme propre et lisse Z −→ X de dimension relative
ℓ(R)− 2.
Montrons que ℓ(R) = 2. Soit v ∈ V . Ecrivons v∗TX = OP1(a1) ⊕ · · · ⊕ OP1(an) avec
a1 ≥ · · · ≥ an ≥ 0 et a1 ≥ 2. Il existe un ouvert U ⊂ V non vide tel que le n-uplet
(a1, · · · , an) soit inde´pendant de v ∈ U . Conside´rons le morphisme :
V
ψ
−−−→ X ×X
v −−−→ (v(0), v(∞))
La diffe´rentielle de ψ est donne´e par la formule ([K] II 3.4) :
H0(P1, v∗TX)
dψ(v)
−−−→ v∗TX ⊗ k(0)⊕ v
∗TX ⊗ k(∞)
s −−−→ (s(0), s(∞))
Calculons le rang de ladite diffe´rentielle. Conside´rons les applications line´aires (dψ)i(v)
(1 ≤ i ≤ n) :
H0(P1,OP1(ai)) −−−→ OP1(ai)⊗ k(0)⊕OP1(ai)⊗ k(∞)
si −−−→ (si(0), si(∞))
Le rang de (dψ(v))i est 2 si ai ≥ 1 et 1 si ai = 0, de sorte que, pour v ∈ U :
rang(dψ(v)) = 2Card{i|ai ≥ 1}+ Card{i|ai = 0}.
Evaluons la dimension de l’image de ψ. Soient p et q les projections de X × X sur
chacun des facteurs. Le morphisme Z −→ X e´tant propre et lisse, p(Im(ψ)) = X . Si
x ∈ p(Im(ψ)) = X , p−1(x) ∩ Im(ψ) s’identifie, via la projection q, au lieu des points de
X par lesquels il passe une courbe rationnelle v(P1) (v ∈ V ) contenant x et sa dimension
est donc au moins ℓ(R)− 1 ([W] 1.11). Il en re´sulte que la dimension de l’image de ψ est
au moins e´gale a` n+ ℓ(R)− 1. On a donc :
dim(Im(ψ)) = 2Card{i|ai ≥ 1}+ Card{i|ai = 0} ≥ n + ℓ(R)− 1 = n− 1 +
n∑
i=1
ai.
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Comme a1 ≥ 2 :
n− 1 +
n∑
i=1
ai ≥ n− 1 + 2 + (Card{i|ai ≥ 1} − 1) = 2Card{i|ai ≥ 1}+ Card{i|ai = 0}.
D’ou` :
Card{i|ai ≥ 1} = ℓ(R)− 1 =
n∑
i=1
ai − 1
On en de´duit ℓ(R) = 2 et (a1, · · · , an) = (2, 0, · · · , 0) puisque ai = 0 ou bien ai ≥ 2
(corollaire 1). Le morphisme Z −→ X est dont un reveˆtement e´tale fini, ce qui termine
la preuve du lemme.
Corollaire 3.−Soit X une varie´te´ projective lisse de dimension n ≥ 1 dont le fibre´
tangent est totalement de´compose´. Alors X est unire´gle´e si et seulement si X n’est pas
minimale.
De´monstration.− Si X est unire´gle´e alors X n’est pas minimale par le corollaire 2. Sup-
posons inversement X non minimale ; le lemme 2 entraˆınent l’existence d’un reveˆtement
e´tale fini Z de X , avec Z unire´gle´e. La varie´te´ X est donc unire´gle´e, ce qui termine la
preuve du corollaire.
Soient X et Y deux varie´te´s projectives lisses et X
φ
−→ Y un morphisme lisse. Une
connexion sur φ est un scindage de la suite exacte
0 −→ φ∗Ω1Y −→ Ω
1
X −→ Ω
1
X/Y −→ 0,
c’est-a`-dire un sous-fibre´ E ⊂ Ω1X tel que le morphisme E −→ Ω
1
X/Y induit par la projec-
tion Ω1X −→ Ω
1
X/Y soit un isomorphisme. La connexion est dite inte´grable si dE ⊂ E∧Ω
1
X
ou bien, ce qui est e´quivalent, si le noyau de la surjection TX −→ E
∗ est inte´grable au
sens usuel. Le morphisme φ est alors analytiquement localement trivial de fibre F et X
s’identifie au quotient de Y˜ × F par le groupe π1(Y ) agissant diagonalement ou` Y˜ est le
reveˆtement universel de Y ; le scindage Ω1X = φ
∗Ω1Y ⊕ E se rele`ve en la de´composition
Ω1
Y˜×F
= Ω1
Y˜
⊕ Ω1F ([B1] 4.5).
Proposition 1.−Si le the´ore`me 1 est vrai en dimension n ≥ 1, il est vrai en dimen-
sion n + 1 pour les varie´te´s non minimales.
De´monstration.−Soient X une varie´te´ projective lisse non minimale de dimension n + 1
(n ≥ 1) dont le fibre´ cotangent est totalement de´compose´ et Ω1X = L1 ⊕ · · · ⊕Ln+1 ladite
de´composition. Quitte a` passer a` un reveˆtement e´tale, on peut toujours supposer qu’il
existe une varie´te´ projective lisse Y de dimension n et un morphisme X
φ
−→ Y dont les
fibres sont des droites projectives (lemme 2). Soit C une fibre de φ. Posons di = Li.C et
supposons d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dn+1. Conside´rons la suite exacte :
0 −→ N∗C/X = O
⊕n
C −→ Ω
1
X |C −→ Ω
1
C = OC(−2) −→ 0.
Le groupe Ext1OC(OC(−2),O
⊕n
C ) est nul et l’extension pre´ce´dente est donc triviale. On
en de´duit d1 = −2 et di = 0 pour i ≥ 2 puis, par les the´ore`mes de changement de base,
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qu’il existe des fibre´s inversibles (Ei)2≤i≤n+1 sur Y tels que Li = φ
∗Ei. On ve´rifie par
restriction aux fibres que l’application φ∗Ω1Y −→ L1 est identiquement nulle ; les sous-
fibre´s φ∗Ω1Y et L2 ⊕ · · · ⊕ Ln+1 de Ω
1
X sont donc e´gaux et l’application L1 −→ Ω
1
X/Y est
un isomorphisme. On en de´duit que TY est totalement de´compose´ et on ve´rifie que la
condition d’inte´grabilite´ du the´ore`me est satisfaite. Le fibre´ L1 de´termine une connexion
inte´grable sur φ et l’assertion souhaite´e en re´sulte facilement.
La suite de notre travail est consacre´e a` l’e´tude des varie´te´s minimales dont le fibre´
tangent est totalement de´compose´.
Lemme 3.−Soient X une varie´te´ projective lisse minimale dont le fibre´ tangent est to-
talement de´compose´ et TX = M1 ⊕ · · · ⊕Mn (n ≥ 1) ladite de´composition. Soit H une
section hyperplane de X. Alors MiH
n−1 ≤ 0 et si l’ine´galite´ pre´ce´dente est une e´galite´
on a c1(Mi) = 0.
De´monstration.−La varie´te´ X n’e´tant pas unire´gle´e (corollaire 3) il existe une courbe
lisse C ∈ |mH| ∩ · · · ∩ |mH| (m≫ 0) telle que le fibre´ Ω1X |C soit nume´riquement effectif
([Mi]), c’est-a`-dire telle que le faisceau inversible OZ(1) soit nume´riquement effectif, ou`
Z = PC(Ω
1
X |C). Soit σi la section de Z −→ C associe´e a` la surjection Ω
1
X |C ։ M
−1
i |C .
On a donc σi(C).OZ(1) = C.M
−1
i ≥ 0, ce qui prouve la premie`re assertion. La seconde
re´sulte du the´ore`me de l’indice de Hodge puisque M2i = 0 (lemme 1).
Proposition 2 ([B1] the´ore`me C).−Soient X une varie´te´ projective lisse de dimen-
sion n ≥ 1 dont le fibre´ tangent est totalement de´compose´ et TX = M1 ⊕ · · · ⊕ Mn
ladite de´composition. On suppose qu’il existe une section hyperplane H de X telle que
Mi.H
n−1 < 0 pour 1 ≤ i ≤ n. Le reveˆtement universel X˜ de X est alors isomorphe au
produit Dn ou` D = {z ∈ C | |z| < 1} et la de´composition de TX est induite par la
de´composition canonique de TX˜ .
Lemme 4.−Soit X une varie´te´ projective lisse minimale dont le fibre´ tangent est to-
talement de´compose´. La composante neutre G du groupe des automorphismes de X est
alors une varie´te´ abe´lienne.
De´monstration.−Soit TX = M1 ⊕ · · · ⊕ Mn (n ≥ 1) la de´composition de TX . On a
H0(X,Mi) = (0) sauf si le fibre´ Mi est trivial (lemme 3). Soit k = h
0(X, TX) la dimen-
sion de G et soit O(x) une orbite de dimension minimale (x ∈ X) en particulier ferme´e.
Conside´rons les applications tangentes :
TG,id = H
0(X, TX) −→ TO(x),x −→ TX,x.
L’application H0(X, TX) −→ TX,x obtenue est l’e´valuation en x qui est injective. On
en de´duit que l’application TG,id −→ TO(x),x est un isomorphisme puis que le morphisme
G −→ O(x) est un reveˆtement e´tale fini. Les varie´te´s G et O(x) sont donc des varie´te´s
abe´liennes de dimension k.
Lemme 5 ([B2] proposition 2.1).−Soient X une varie´te´ projective lisse de dimension
n ≥ 2 et M un fibre´ inversible non trivial dont le premie`re classe de Chern c1(M) ∈
H2(X,Z) est nulle. On suppose qu’il existe deux 1-formes non nulles α ∈ H0(X,Ω1X⊗M)
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et ω ∈ H0(X,Ω1X) telles que α ∧ ω = 0. Alors il existe un morphisme surjectif a` fibres
connexes X −→ C vers une courbe lisse C de genre g(C) ≥ 1 tel que ω provienne par
image re´ciproque de H0(C,Ω1C).
Soient X une varie´te´ projective lisse et X
φ
−→ C un morphisme surjectif vers une
courbe lisse C. Le diviseur de ramification de φ est de´fini par la formule :
D(φ) =
∑
p∈C
φ∗p− (φ∗p)red ;
on de´montre que les sections du fibre´ φ∗ωC(D(φ)) sont holomorphes, i.e., φ
∗ωC(D(φ)) ⊂
Ω1X ([D] lemme 4.4).
Lemme 6 ([B2]).−Soient X une varie´te´ projective lisse de dimension n ≥ 2, X
φ
−→ C
un morphisme surjectif vers une courbe projective lisse C et D un diviseur vertical. On a
D2 ≤ 0 et si D2 = 0 alors il existe r ∈ Q∗ tel que rD ∈ φ∗Pic(C).
Lemme 7.−Soient X une varie´te´ projective lisse de dimension n ≥ 2 et X
φ
−→ C un
morphisme surjectif vers une courbe lisse C. Soit L = φ∗ωC(D(φ)) ⊂ Ω
1
X ou` D(φ) est le
diviseur de ramification de φ. Si L est un sous-fibre´ du fibre´ cotangent et L2 = 0 alors
les fibres de φ sont lisses ou multiples de varie´te´s lisses.
De´monstration.− Ecrivons D(φ) = D1 + · · · + Dk (k ≥ 1) o Di = φ
∗pi − (φ
∗pi)red,
les points pi ∈ C tant tous distincts et soit φ
∗pi =
∑
j ni,jDi,j la dcomposition de la fibre
schmatique φ∗pi en somme de ses composantes irrductibles (ni,j ≥ 1). Le diviseur D(φ)
est vertical et on a donc Di
2 = 0 pour tout entier i ∈ {1, · · · , k} (lemme 6). On en de´duit
qu’il existe ri ∈ Q
∗ tel que riDi ∈ φ
∗Pic(C) (lemme 6). On a donc ni,j = ni,k = ni pour
tout triplet (i, j, k) et Di = (ni − 1)(φ
∗pi)red. Prenons un point pi ∈ C tel que la fibre
schmatique φ∗pi soit non rduite. Soient V ⊂ C un disque ouvert pour la topologie usuelle
contenant le point pi et U = φ
−1(V ). On suppose que pi est le seul point de V au dessus
duquel la fibre est non rduite. En effectuant le changement de base local z 7→ zni , puis
en normalisant, on obtient un diagramme commutatif :
U1
q
−−−→ U
yφ1
yφ
V1
z 7→zni
−−−→ V
o q est un revtement tale fini et φ1 est un morphisme fibres rduites et connexes. L’inclusion
L ⊂ Ω1X se rele`ve en l’inclusion naturelle φ
∗
1ωV1 ⊂ Ω
1
U1
et le morphisme φ1 est donc lisse,
ce qui termine la preuve du lemme.
Proposition 3.−Soient X une varie´te´ projective lisse minimale de dimension n ≥ 1 dont
le fibre´ tangent est totalement de´compose´ et M un facteur direct de ladite de´composition.
Si c1(M) = 0 alors M est de torsion.
De´monstration.− Soient Ω1X = L1 ⊕ · · · ⊕ Ln la de´composition du fibre´ cotangent et
H une section hyperplane de X . On suppose que l’un des facteurs Li (1 ≤ i ≤ n) est de
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premie`re classe de Chern nulle mais pas de torsion.
Un fibre´ inversible de torsion est trivialise´ par un reveˆtement e´tale fini et un fibre´
inversible qui n’est pas de torsion le reste apre`s ledit reveˆtement. On peut donc supposer
que les fibre´s L1, · · · , Lk sont de premie`re classe de Chern nulles mais pas de torsion
(k ≥ 1) et que les fibre´s Lk+1, · · · , Lk+r sont triviaux. On a enfin LiH
n−1 > 0 pour
i ≥ k + r + 1 (lemme 3). On a donc h0(X, TX) = r et pour tout reveˆtement e´tale fini
Z −→ X on a h0(Z, TZ) = r.
La the´orie de Hodge fournit un isomorphisme antiline´aire H1(X,L1) ≃ H
0(X,Ω1X ⊗
L−11 ) ([B2] 3.4) puisque c1(L1) = 0 et on a donc H
1(X,L1) 6= 0. Il existe alors deux
1-formes non nulles α ∈ H0(X,Ω1X ⊗ L
−1
1 ) et ω ∈ H
0(X,Ω1X) telles que α ∧ ω = 0 ([B2]
the´ore`me 2.2 et [S]) et un fibre´ inversible L ⊂ Ω1X tel que ω ∈ H
0(X,L) (lemme 5). La
1-forme α de´termine une application injective L1 −→ Ω
1
X dont l’image sera note´e M . La
condition α ∧ ω = 0 signifie que les deux sous-faisceaux L et M de Ω1X coincident sur
un ouvert non vide de X . Or il existe un entier m ∈ {1, · · · , n} tel que la projection
M −→ Lm soit non nulle. La composante αm de α sur le facteur direct H
0(X,Lm⊗L
−1
1 )
de H0(X,Ω1X ⊗ L
−1
1 ) est donc non nulle. La projection L −→ Lm est e´galement non
nulle puisque les sous-faisceaux L et M de Ω1X coincident ge´ne´riquement. Notons ωm la
composante non nulle de ω sur le facteur direct H0(X,Lm) de H
0(X,Ω1X). Par choix des
formes αm et ωm on a αm ∧ ωm = 0. On en de´duit qu’il existe un morphisme surjectif
a` fibres connexes X
φ
−→ C vers une courbe C de genre g(C) ≥ 1 tel que la forme ωm
provienne par image re´ciproque de H0(C,Ω1C) (lemme 5). Les sous-faisceaux φ
∗ωC et Lm
de Ω1X coincident sur un ouvert non vide puisque ωm ∈ H
0(X,Lm). On en de´duit l’e´galite´
Lm = φ
∗ωC(D(φ)) ou` D(φ) est le diviseur de ramification de φ ([D] lemmes 4.1, 4.2 et
4.4). Or L2m = 0 (lemme 1) et les fibres de φ sont donc lisses ou multiples de varie´te´s
lisses (lemme 7). La courbe C e´tant de genre au moins 1, il existe un morphisme fini
C1
pi
−→ C tel que l’indice de ramification de π en q ∈ C1 soit e´gal a` la multiplicite´ de la
fibre φ−1(π(q)) ([K-O] lemme 6.1). Soit X1 la normalisation du produit fibre´ X×CC1 et
soient X1
φ1
−→ C1 et X1
pi1−→ X les morphismes natuels. Le morphisme φ1 est lisse et π1 est
un reveˆtement e´tale. Les sous-fibre´s φ∗1ωC1 et π
∗
1Lm de Ω
1
X1
coincident et le fibre´ ⊕i 6=mπ
∗
1Li
de´termine donc une connexion sur φ1 qui est automatiquement inte´grable puisque C1 est
une courbe. Le morphisme φ1 est donc analytiquement localement trivial de fibre F .
De plus il existe un morphisme non nul π∗1L1 −→ π
∗
1Lm. On a donc π
∗
1Lm = π
∗
1L1(D)
ou` D est un diviseur effectif. On en de´duit que D est vertical puisque c1(π
∗
1L1) = 0 et
π∗1Lm = φ
∗
1ωC1 puis qu’il existe un fibre´ M1 sur C1 tel que π
∗
1L1 = φ
∗
1M1. Remarquons
enfin que g(C1) ≥ 2. Sinon C1 serait une courbe elliptique et puisqu’on a une application
non triviale π∗1L1 −→ π
∗
1Lm = φ
∗
1ωC1 le fibre´ L
−1
1 serait donc trivial ce qui est contraire
aux hypothe`ses. On a donc m 6= 1 et c1(π
∗
1Lm) 6= 0.
Le fibre´ tangent TF est totalement de´compose´ et F est minimale puisque KF = KX1 |F .
La composante neutre G du groupe des automorphismes de F est donc une varie´te´
abe´lienne (lemme 4). On a enfin h0(F, TF ) ≥ h
0(X1, TX1) + 1 puisque la restriction
du facteur π∗1L1 a` F est triviale. Conside´rons le sche´ma en groupes Aut
0(X1/C1) au
dessus de C1 dont la fibre au dessus d’un point p ∈ C1 est la composante neutre du
groupe des automorphismes de φ−11 (p). Ladite fibre est une varie´te´ abe´lienne isomorphe
a` G puisque les fibres de φ1 sont toutes isomorphes a` F . Il existe donc un reveˆtement
e´tale fini C2 −→ C1 trivialisant ledit sche´ma en groupes. Cette assertion re´sulte de
l’existence d’un espace de modules fin pour les varie´te´s abe´liennes munies d’une polari-
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sation de degre´ donne´ et d’une structure de niveau n ≥ 3. On en de´duit que le groupe
G agit sur le produit fibre´ X2 = X1 ×C1 C2 puis que dimG = h
0(F, TF ) ≤ h
0(X2, TX2).
Or h0(X2, TX2) = h
1(X1, TX1) ≤ h
0(F, TF ) − 1 puisque la projection X2 −→ X1 est un
reveˆtement e´tale, ce qui donne la contradiction cherche´e.
Lemme 8.−Soit X une varie´te´ projective lisse de dimension n ≥ 1. On suppose que
la composante neutre G du groupe des automorphismes de X est une varie´te´ abe´lienne de
dimension k ≥ 1 et que l’application canonique H0(X, TX) −→ H
0(X,Ω1X)
∗ est injective.
Il existe alors un reveˆtement e´tale fini G-e´quivariant G×F −→ X, G agissant diagonale-
ment sur G× F par translations sur G et trivialement sur F .
De´monstration.− Soient A = H0(X,Ω1X)
∗/Im(H1(X,Z)) la varie´te´ d’Albanese de X et
x ∈ X un point de X . Conside´rons le morphisme d’Albanese :
X
a
−−−→ A
y −−−→ [ω 7→
∫ y
x
ω]
Le groupe G e´tant connexe, la repre´sentation canonique G −→ GL(H0(X,Ω1X)) est triv-
iale et toute 1-forme holomorphe sur X est donc G-invariante. On en de´duit que pour
tout couple (y, z) ∈ X × X et tout g ∈ G on a [ω 7→
∫ g(y)
y
ω] = [ω 7→
∫ g(z)
z
ω] dans A.
Notons O(x) l’orbite de x sous G. L’application :
G −−−→ A
g −−−→ [ω 7→
∫ g(x)
x
ω]
obtenue par composition de l’inclusion naturelle O(x) ⊂ X et du morphisme d’Albanese
est donc un morphisme de groupes alge´briques inde´pendant du point x ∈ X conside´re´
et le morphisme d’Albanese est G-e´quivariant, G agissant par translations sur A via le
morphisme G −→ A. Notons que l’image de G −→ A est une varie´te´ abe´lienne de di-
mension k. En effet, l’application tangente dudit morphisme est l’application canonique
H0(X, TX) ⊗ OG −→ H
0(X,Ω1X)
∗ ⊗ OG, qui est injective par hypothe`se. On en de´duit
qu’il existe une sous-varie´te´ abe´lienne B ⊂ A de dimension dim(A)− k telle que le mor-
phisme canonique G × B −→ A soit e´tale fini ([Mu] the´ore`me de Poincare´). Soient X1
le produit fibre´ X ×A (G×B) et q la projection sur G. Le groupe G agit diagonalement
sur le produit G × B en agissant par translations sur lui-meˆme et trivialement sur B ;
le morphisme G × B −→ A est alors G-e´quivariant. On en de´duit que G agit librement
sur X1 et que le morphisme q est G-e´quivariant. Il en re´sulte que X1 est isomorphe, au
dessus de G, au produit G×F , F e´tant une fibre de q, ce qui termine la preuve du lemme.
Lemme 9.−Soient G une varie´te´ abe´lienne de dimension n ≥ 1 et F une varie´te´ projec-
tive lisse de dimension m ≥ 1. Alors toute connexion sur la projection G× F −→ F est
inte´grable.
De´monstration.−Notons E ⊂ Ω1G×F ladite connexion. Le fibre´ E est trivial et il ex-
iste donc des 1-formes ωi ∈ H
0(G× F,Ω1G×F ) (1 ≤ i ≤ n) telles que E = OG×Fω1⊕ · · · ⊕
OG×Fωn. Soient f1, · · · , fn des fonctions holomorphes de´finies sur un ouvert de G × F .
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On a la formule :
d(
n∑
i=1
fiωi) =
n∑
i=1
dfi ∧ ωi +
n∑
i=1
fidωi.
Or dωi = 0 pour i ∈ {1, · · · , n} puisque G×F est projective. On a donc dE ⊂ E ∧Ω
1
G×F
ce qui termine la preuve du lemme.
The´ore`me 2.−Soit X une varie´te´ projective lisse minimale de dimension n ≥ 1 dont
le fibre´ tangent est totalement de´compose´. Le reveˆtement universel X˜ de X est alors pro-
duit de surfaces de Riemann et la de´composition de TX est induite par la de´composition
canonique de TX˜ .
De´monstration.−Soit Ω1X = L1 ⊕ · · · ⊕ Ln (n ≥ 1) la de´composition du fibre´ cotan-
gent et soit H une section hyperplane de X . On a c1(Li)H
n−1 ≥ 0 (lemme 3) et si
c1(Li)H
n−1 > 0 pour tout i ∈ {1, · · · , n}, la proposition 2 permet de conclure. Quitte
a` permuter les Li on peut toujours supposer que les fibre´s L1, · · · , Lk (k ≥ 1) sont de
torsion et que c1(Li) 6= 0 pour i ≥ k + 1 (proposition 3). Il existe un reveˆtement e´tale
fini de X trivialisant ces fibre´s et il suffit donc de traiter le cas ou` lesdits fibre´s sont
triviaux. On a alors h0(X,L−1i ) = 0 pour i ≥ k+1 (lemme 3) et h
0(X, TX) = k. Soit G la
composante neutre du groupe des automorphismes de X ; G est une varie´te´ abe´lienne de
dimension k (lemme 4). L’application canonique H0(X, TX) −→ H
0(X,Ω1X)
∗ est injective
et il existe donc un reveˆtement e´tale fini G × F
p
−→ X (lemme 8) ou` F est une varie´te´
projective lisse. Le morphisme p e´tant e´tale, on a Ω1G×F = p
∗Ω1X = p
∗L1 ⊕ · · · ⊕ p
∗Ln
et (p∗Li)(p
∗Hn−1) > 0 pour i ≥ k + 1 (lemme 3). Par hypothe`se, les fibre´s p∗Li sont
triviaux pour i ∈ {1, · · · , k}. On en de´duit h0(G × F, p∗L−1i ) = 0 pour i ≥ k + 1 puis
h0(G× F, TG×F ) = k et h
0(G× F, s∗TF ) = 0 ou` s de´signe la projection de G× F sur F .
Notons r la projection sur G. L’application s∗Ω1F −→ p
∗L1⊕· · ·⊕p
∗Lk est identiquement
nulle et les sous-fibre´s s∗Ω1F et p
∗Lk+1 ⊕ · · · ⊕ p
∗Ln de Ω
1
G×F sont donc isomorphes. On
en de´duit que l’application p∗L1 ⊕ · · · ⊕ p
∗Lk −→ r
∗TG est un isomorphisme. Soit x un
point de F . Le fibre´ p∗Li|G×{x} (k + 1 ≤ i ≤ n) est donc facteur direct du fibre´ trivial
OG×{x} ⊕ · · · ⊕ OG×{x} et donc lui-meˆme trivial. Il existe donc des fibre´s Ei ∈ Pic(F )
(k + 1 ≤ i ≤ n) tels que p∗Li = s
∗Ei. Soit HF une section hyperplane de F . On a donc
EiH
n−k
F > 0 (lemme 3) puisque c1(Li) 6= 0 pour i ≥ k + 1. On a Ω
1
F = Ek+1 ⊕ · · · ⊕En+1
et la proposition 2 permet de conclure puisque le fibre´ p∗L1 ⊕ · · · ⊕ p
∗Lk de´termine une
connexion inte´grable sur la projection s (lemme 9).
Remarque ([B2]).−L’hypothe`se d’inte´grabilite´ dans le the´ore`me 1 est effectivement ne´ce´ssaire.
En effet, notons X le produit A × P1 ou` A est une surface abe´lienne. Il n’est pas dif-
ficile d’exhiber une connexion non inte´grable sur la projection canonique X −→ A ; la
de´composition de TX ainsi obtenue ne se rele`ve donc pas en la de´composition canonique
du fibre´ tangent TX˜ ou` X˜ est le reveˆtement universel de X .
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